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复多项式微分系统的广义中心问题和可积性

郭珂珂，张齐
（中南大学数学与统计学院，湖南 长沙４１００８３）

摘　要：研究一类广泛的复自治多项式微分系统初等共振奇点的广义中心问题。引入了一种新的方法 （积分因

子法）来判定任何具有理共振比的共振奇点的广义中心，并得到一个计算鞍点量的递推公式；找到了鞍点量与

广义奇点量之间的关系，弥补了肖萍博士论文中的一个缺陷。
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　　经典的平面多项式微分系统
ｄｘ
ｄｔ＝－ｙ＋Ｐ（ｘ，ｙ），

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）

的中心问题是寻找 Ｐ（ｘ，ｙ）和 Ｑ（ｘ，ｙ）的系数满足
的条件，使原点的邻域由系统的周期解覆盖。关于

该问题的研究仅在 Ｐ（ｘ，ｙ）和 Ｑ（ｘ，ｙ）为二次和三
次齐次多项式的情况下分别由 Ｄｕｌａｃ与 Ｓｉｂｉｒｓｋｉｉ解
决。在Ｐ（ｘ，ｙ）和Ｑ（ｘ，ｙ）的其它情形一直是悬而
未决的公开问题。但其中不乏优秀的成果［１－３］。与

中心问题密切相关的是平面多项式微分系统的积分

问题。

最近，文 ［４］把经典的中心问题推广到ｐ：－

ｑ共振的情形：
ｄｘ
ｄｔ＝ｐｘ＋Ｐ（ｘ，ｙ），

ｄｙ
ｄｔ＝－ｑｙ＋Ｑ（ｘ，ｙ）

寻找ｐ：－ｑ共振中心必要条件通常有两种方法。第

一种是形式级数法，即逐项确定假设的形式首次积

分Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｘｑｙｐ＋…的泰勒展开式的各项，使ｄＨｄｔ

＝∑
∞

ｋ＝１
ｇｋ（ｘ

ｑｙｐ）ｋ＋１．此形式首次积分存在的必要条

件是由形式级数定义的各阶鞍点量 ｇｋ为零。用此
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方法判断原点是否为共振中心涉及到鞍点量 ｇｋ的
计算。另一种方法是规范形法，它需要计算由规范

形定义的所谓的广义奇点量［５－６］。

关于共振奇点广义中心条件的研究有不少有趣

的工作。当Ｐ（ｘ，ｙ）和 Ｑ（ｘ，ｙ）是特殊的实或复多
项式且共振比ｐ：－ｑ是特定的值时，系统存在局部
解析首次积分Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｘｑｙｐ＋… （即存在 ｐ：－ｑ
共振中心）的条件已有不少的研究。二次多项式

的情形有文 ［４－１３］；三次的情形有文 ［１４－
２０］；四次情形有文 ［２１－２２］；五次情形有文
［２３］。但是当共振比是一般的值时，即使是二次
系统，共振中心问题仍然是一个公开问题。

值得一提的是，在文 ［５］中，肖和刘提出了
一种比较容易的计算鞍点量的方法 （在文 ［５］中
称为广义奇点量）。他们考虑了以下一般的复自治

微分系统

ｄｚ
ｄｔ＝ｐｚ＋∑

∞

α＋β＝２
ａαβｚ

αｗβ ＝Ｚ，

ｄｗ
ｄｔ＝－ｑｗ－∑

∞

α＋β＝２
ｂαβｗ

αｚβ{ ＝－Ｗ
（１）

其中ｚ，ｗ，Ｔ是独立的复变量，ａαβ，ｂαβ是复常数，ｐ，ｑ

∈Ｚ＋，（ｐ，ｑ）＝１。作者通过系统 （１）的规范形给
出了广义奇点量的定义，并运用形式级数，得到了

一个计算鞍点量的线性递归公式。但是，文 ［５］
有一个缺陷，作者直接将从形式级数得到的鞍点量

作为从规范形定义的广义奇点量，而没有证明它们

的等价性。因此本文的其中一个目的就是填补这个

空缺。我们首先证明了广义奇点量和鞍点量的等价

性，换句话说，证明了形式级数法和规范形法的等

价性。然后引入一种计算广义共振奇点量的方法—

积分因子法，并由此判定广义中心。我们还得到了

计算系统 （１）原点的广义奇点量的另一递归公
式。

１　预备知识

引理１［５，７］　对于系统 （１），我们可以逐项确
定以下形式级数

ｕ＝ｚ＋∑
∞

α＋β＝２
Ａαβｚ

αｗβ

ｖ＝ｗ＋∑
∞

α＋β＝２
Ｂαβｗ

αｚ
{ β

（２）

使系统 （１）转换成其规范形：

ｄｕ
ｄｔ＝ｐｕ∑

∞

ｋ＝０
ｐｋ（ｕ

ｑｖｐ）ｋ

ｄｖ
ｄｔ＝－ｑｖ∑

∞

ｋ＝０
ｑｋ（ｕ

ｑｖｐ）{ ｋ

（３）

其中ｐ０ ＝ｑ０ ＝１
设Ｈ＝ｕｑｖｐ，μｋ ＝ｐｋ－ｑｋ，那么由规范形 （３）

可得

ｄＨ
ｄｔ＝ｐｑ∑

∞

ｍ＝１
μｍＨ

ｍ＋１ （４）

　　定义１［５－６］　对于系统 （１），我们称μｋ＝ｐｋ－
ｑｋ为 “原点的第ｋ阶广义奇点量”。如果μ１＝μ２＝
… ＝μｋ－１＝０，μｋ≠０，则原点称为ｋ阶奇点；如果
对所有ｋ都有μｋ ＝０，则原点称为复共振中心。

注１　有些作者也把广义奇点量称为鞍点
量［７，１１］。为了区别由形式级数法和规范形法得到的

鞍点量，本文采用文 ［５］中方法把由规范形法得
到的鞍点量称为广义奇点量。

定理１［５］　对于系统 （１），可以逐项确定以下
形式级数

Ｆ（ｚ，ｗ）＝ ∑
∞

α＋β＝ｐ＋ｑ
ｃαβｚ

αｗβ ＝ｚｑｗｐ＋… （５）

使得

ｄＦ
ｄｔ（１）＝∑

∞

ｍ＝１
λｍ（ｚ

ｑｗｐ）ｍ＋１ （６）

其中ｃｑｐ ＝１，ｃｋｑ，ｋｐ ＝０，ｋ＝２，３，…．当α＋β＞ｐ＋
ｑ，且ｑβ－ｐα≠０时有

ｃαβ ＝∑
ｋ＋ｊ≥３
［（α＋ｑ－ｋ＋１）ａｋ，ｊ－１－（β＋ｐ－ｊ＋１）·

ｂｊ，ｋ－１］ｃα－ｋ＋１，β－ｊ＋１／（ｑβ－ｐα） （７）

λｍ ＝∑
ｋ＋ｊ≥３
［（ｑｍ－ｋ＋ｑ＋１）ａｋ，ｊ－１－

（ｐｍ－ｊ＋ｐ＋１）ｂｊ，ｋ－１］ｃｑｍ－ｋ＋１，ｐｍ－ｊ＋１ （８）

２　主要结果
定理２　对于系数为系统 （１）的系数 ａαβ，ｂαβ

的多项式的任意形式级数

Ｇｍ（ｚ，ｗ）＝（ｚ
ｑｗｐ）ｍ＋１＋ｈ．ｏ．ｔ．，

ｍ＝１，２，… （９）
以及任意预先给定的 ｃｋｑ，ｋｐ（ｋ＝１，２，…），可以逐
项确定唯一的形式级数

Ｆ（ｚ，ｗ）＝ｚｑｗｐ＋ ∑
∞

α＋β＝ｐ＋ｑ＋１
ｃαβｚ

αｗβ （１０）

使其系数也是ａαβ，ｂαβ的多项式，且

ｄＦ
ｄｔ（１）＝∑

∞

ｍ＝１
λｍＧｍ（ｚ，ｗ） （１１）

此外，如果μ１＝μ２＝… ＝μｋ－１＝０，μｋ≠０，则λ１

５５
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＝λ２ ＝… ＝λｋ－１ ＝０，λｋ≠０，
λｋ ＝ｐｑμｋ（ｋ＝１，２，…） （１２）

反之亦然。

证明　定理的前半部分和式 （１１）通过直接
计算很容易证明，在此从略。现证明另一半和式

（１２）。运用形式级数 （２），Ｆ（ｚ，ｗ）和 Ｇｍ（ｚ，ｗ）可
以写成

Ｆ＝ｕｑｖｐ＋ ∑
∞

α＋β＝ｐ＋ｑ＋１
Ｃαβｕ

αｖβ，

Ｇｍ ＝（ｕ
ｑｖｐ）ｍ＋１＋ ∑

∞

α＋β＝（ｍ＋１）（ｐ＋ｑ）＋１
ｄ（ｍ）αβｕ

αｖβ（１３）

设

槇Ｇｍ ＝（ｕ
ｑｖｐ）ｍ＋１＋∑

∞

ｋ＝ｍ＋２
ｄ（ｍ）ｋｑ，ｋｐｕ

ｋｑｖｋｐ （１４）

其中 ｛ｄ（ｍ）ｋｑ，ｋｐ｝是 ｛ｄ（ｍ）αβ ｝的子序列，因而 槇Ｇｍ是
Ｇｍ中含有某些特殊项的部分。因为 Ｈ＝ｕ

ｑｖｐ，我
们也可以简化式 （１４）为

槇Ｇｍ ＝Ｈ
ｍ＋１ｇｍ（Ｈ） （１５）

其中ｇｍ（Ｈ）是Ｈ的幂级数，且 ｇｍ（０）＝１。此外，
由规范形 （３）和等式 （１３）可得

ｄＦ
ｄｔ（１）＝ｐ（ｑｕ

ｑｖｐ＋ ∑
∞

α＋β＝ｐ＋ｑ＋１
αＣαβｕ

αｖβ）·

（１＋∑
∞

ｍ＝１
ｐｍ（ｕ

ｑｖｐ）ｍ）－

ｑ　
　
ｐｕｑｖｐ＋ ∑

∞

α＋β＝ｐ＋ｑ＋１
βＣαβｕ

αｖ( )β·
（１＋∑

∞

ｍ＝１
ｑｍ（ｕ

ｑｖｐ）ｍ） （１６）

一方面，设

ｄＦ
ｄｔ（１）＝ ∑

∞

α＋β＝ｐ＋ｑ＋１
ｄαβｕ

αｖβ （１７）

归纳等式 （１６） －（１７）可得

∑
∞

ｋ＝２
ｄｋｑ，ｋｐｕ

ｋｑｖｋｐ ＝ｐ（ｑｕｑｖｐ＋∑
∞

ｋ＝２
ｋｑＣｋｑ，ｋｐｕ

ｋｑｖｋｐ）·

（１＋∑
∞

ｍ＝１
ｐｍ（ｕ

ｑｖｐ）ｍ）－ｑ（ｐｕｑｖｐ＋

∑
∞

ｋ＝２
ｋｐＣｋｑ，ｋｐｕ

ｋｑｖｋｐ）（１＋∑
∞

ｍ＝１
ｑｍ（ｕ

ｑｖｐ）ｍ）＝

ｐｑｇ（Ｈ）∑
∞

ｍ＝１
μｍＨ

ｍ＋１ （１８）

其中ｇ（Ｈ）＝１＋∑
∞

ｋ＝２
ｋＣｋｑ，ｋｐＨ

ｋ－１。

另一方面，由形式级数 （２）和式 （１１），又
可得

∑
∞

α＋β＝ｐ＋ｑ＋１
ｄαβｕ

αｖβ ＝∑
∞

ｍ＝１
λｍＧｍ （１９）

因此，

∑
∞

ｋ＝２
ｄｋｑ，ｋｐｕ

ｋｑｖｋｐ ＝∑
∞

ｍ＝１
λｍ 槇Ｇｍ ＝∑

∞

ｍ＝１
λｍＨ

ｍ＋１ｇｍ（Ｈ）

（２０）
综合式 （１８）与式 （２０）得

ｐｑｇ（Ｈ）∑
∞

ｍ＝１
μｍＨ

ｍ＋１ ＝∑
∞

ｍ＝１
λｍＨ

ｍ＋１ｇｍ（Ｈ）（２１）

由式 （２１）可知：如果μ１＝μ２＝… ＝μｋ－１＝０，μｋ
≠０，则有λ１ ＝λ２ ＝… ＝λｋ－１ ＝０，λｋ≠０，且式
（１２）成立。

定理２从理论上证实了：除了可能相差一个常
数因子外，由定理１通过形式级数法得到的鞍点量
恰是系统 （１）原点的广义奇点量。

推论１　系统 （１）在原点可积，从而存在一
个解析的首次积分，当且仅当原点是广义中心。

定理３　对于系统 （１），我们可以逐项确定以
下形式级数

Ｊ（ｚ，ｗ）＝ｚｑ－１ｗｐ－１＋… ＝ｚｑ－１ｗｐ－１∑
α＋β≥０

珓ｃαβｚ
αｗβ

（２２）
其中系数珓ｃαβ是系统 （１）的系数ａαβ，ｂαβ的多项式，
珓ｃｋｑ，ｋｐ（ｋ＝１，２，…）可任取，且

（ＪＺ）
ｚ

－（ＪＷ）
ｗ

＝ｚｑ－１ｗｐ－１∑
∞

ｋ＝１
λ′ｋ（ｚ

ｑｗｐ）ｋ

（２３）
此外，如果μ１ ＝μ２＝… ＝μｋ－１＝０，μｋ≠０，则有
λ１ ＝λ２ ＝… ＝λｋ－１ ＝０，λｋ≠０，
λ′ｋ ＝ｐｑ（ｋ＋１）μｋ ＝（ｋ＋１）λｋ（ｋ＝１，２，…）

（２４）
反之亦然。

证明　我们将在下一个定理中详细证明 Ｊ（ｚ，
ｗ）的存在。首先证明式 （２４）成立。

令

Ｚ ＝ＪＺ－１２∫
ｚ

０
ｚｑ－１ｗｐ－１∑

∞

ｍ＝１
λ′ｍ（ｚ

ｑｗｐ）ｍｄｚ＝

ｚｑ－１ｗｐ－１（ｐｚ＋…），

Ｗ ＝ＪＷ＋１２∫
ｗ

０
ｚｑ－１ｗｐ－１∑

∞

ｍ＝１
λ′ｍ（ｚ

ｑｗｐ）ｍｄｗ＝

ｚｑ－１ｗｐ－１（ｑｗ＋…） （２５）
由式 （２３）和式 （２５）可得

Ｚ

ｚ
－Ｗ



ｗ
＝０ （２６）

因而再有式（２５）－（２６）可知，存在一个形式幂级
数Ｆ＝ｚｑｗｐ＋…，使得

６５



　第 ３期 郭珂珂等：复多项式微分系统的广义中心问题和可积性

Ｆ
ｚ
＝ＪＷ＋１２∫

ｗ

０
ｚｑ－１ｗｐ－１∑

∞

ｍ＝１
λ′ｍ（ｚ

ｑｗｐ）ｍｄｗ，

Ｆ
ｗ
＝ＪＺ－１２∫

ｚ

０
ｚｑ－１ｗｐ－１∑

∞

ｍ＝１
λ′ｍ（ｚ

ｑｗｐ）ｍｄｚ　

（２７）
由式 （２７），做形式计算可得

ｄＦ
ｄｔ（１）＝∑

∞

ｍ＝１
λ′ｍＧｍ（ｚ，ｗ） （２８）

其中

Ｇｍ（ｚ，ｗ）＝
１
２（Ｚ∫

ｗ

０
ｚｑ－１ｗｐ－１（ｚｑｗｐ）ｍｄｗ＋

Ｗ∫
ｚ

０
ｚｑ－１ｗｐ－１（ｚｑｗｐ）ｍｄｚ）＝

（ｚｑｗｐ）ｍ＋１
ｍ＋１ ＋… （２９）

由定理２，式 （２８） －（２９）易得如果 μ１ ＝μ２ ＝
… ＝μｋ－１＝０，μｋ≠０，则λ′１＝λ′２＝… ＝λ′ｋ－１＝
０，λｋ≠０，且式 （２４）成立。

定理４　对系统 （１），可以逐项确定形式级数
（２２），使等式 （２３） －（２４）成立。此外，若 ｐα
＝ｑβ，珓ｃαβ可任取；若ｐα≠ｑβ，且珓ｃ００ ＝１，则当ｍ
≥１时有

珓ｃαβ ＝
１

ｑβ－ｐα∑ｋ＋ｊ≥３［（α＋ｑ）ａｋ，ｊ－１－
（β＋ｐ）ｂｊ，ｋ－１］珓ｃα－ｋ＋１，β－ｊ＋１ （３０）

λ′ｍ ＝（ｍ＋１）∑
ｋ＋ｊ≥３
（ｑａｋ，ｊ－１－ｐｂｊ，ｋ－１）珓ｃｑｍ－ｋ＋１，ｐｍ－ｊ＋１

（３１）
其中当ｋ＜０或ｊ＜０时，ａｋｊ＝ｂｋｊ＝ｃｋｊ＝０．

证明　将Ｚ，Ｗ表示为

Ｚ（ｚ，ｗ）＝ｐｚ＋∑
∞

ｋ＋ｊ＝３
ａｋ，ｊ－１ｚ

ｋｗｊ－１，

Ｗ（ｚ，ｗ）＝ｑｗ＋∑
∞

ｋ＋ｊ＝３
ｂｊ，ｋ－１ｚ

ｋ－１ｗｊ （３２）

则有

（ＪＺ）
ｚ

－（ＪＷ）
ｗ

＝ｚｑ－１ｗｐ－１∑
α＋β≥１
｛［ｐα－ｑβ）］珓ｃαβ＋

∑
ｋ＋ｊ≥３
［（α＋ｑ）ａｋ，ｊ－１－（β＋ｐ）ｂｊ，ｋ－１］珓ｃα－ｋ＋１，β－ｊ＋１｝ｚ

αｗβ

（３３）
如果ｐα≠ｑβ，则易由式 （３３）得到式 （３０）；如
果ｐα＝ｑβ，则存在一个正整数 ｍ≥１，其中 α＝
ｑｍ，β＝ｐｍ，此时等式 （２３） －（３０）也成立。

注２　定理２－４不仅揭示了鞍点量与广义奇
点量之间的关系，而且揭示了计算广义奇点量的首

次积分法，积分因子法和规范形法３种计算方法的
等价性。系统 （１）原点的广义奇点量除了常数因
子之外是唯一确定的。因此，不失一般性，我们可

以用λｋ和λ′ｋ代替μｋ。
推论２　系统 （１）的原点是广义中心当且仅

当它有解析的积分因子。

３　应用举例
考虑如下以原点为共振奇点的复多项式系统

ｄｚ
ｄｔ＝３ｚ＋ａ２０ｚ

２＋ａ１１ｚｗ，

ｄｗ
ｄｔ＝－（５ｗ＋ｂ１１ｚｗ＋ｂ２０ｗ

２{ ）

（３４）

使用公式 （３０） －（３１）计算系统 （３４）原点的
广义奇点量，可得

命题１　系统 （３４）原点的前２个广义奇点量
是

μ１ ＝
１

１１３４００ＰＨ１ （３５）

其中

Ｈ１ ＝４０ａ１１ａ２０＋１０５ａ１１ｂ１１＋２ａ２０ｂ２０＋３９ｂ１１ｂ２０
（３６）

μ２ ＝
１

３２０７４３９１７０９３６０００００００ＰＨ２ （３７）

其中

Ｈ２ ＝（８６１８１８８２３８９２０００００ａ
４
１１ａ

６
２０－１１１８９３０４５８７１０６５０００ａ

４
１１ａ

５
２０ｂ１１－６８６４７２４７８９０３９８７５０ａ

４
１１ａ

４
２０ｂ
２
１１＋

１１３５４３３２２０７１９９３４３７５ａ４１１ａ
３
２０ｂ
３
１１－２１１４７７９３７６２２９０１８７５０ａ

４
１１ａ

２
２０ｂ
４
１１＋

１３３４４１０２４９３８００８０６２５ａ４１１ａ２０ｂ
５
１１－２７０２８７２８６４０１６３２５００ａ

４
１１ｂ
６
１１－

８５２６６０１５５０３５０００００ａ３１１ａ
６
２０ｂ２０＋４８２６７２２８８５５６４１００００ａ

３
１１ａ

５
２０ｂ１１ｂ２０－４４６８５５８６４８３４２６５０００ａ

３
１１ａ

４
２０ｂ
２
１１ｂ２０

－１９６６０３４６０６９２６６３５０００ａ３１１ａ
３
２０ｂ
３
１１ｂ２０＋３７０６８１２３０８０８６３６３１２５ａ

３
１１ａ

２
２０ｂ
４
１１ｂ２０－

２０９２３７９４５９８７８７８８７５０ａ３１１ａ２０ｂ
５
１１ｂ２０＋３７３０２３５６０３３６２０３１２５ａ

３
１１ｂ
６
１１ｂ２０＋

１４０１９７０３４４６５５４００００ａ２１１ａ
６
２０ｂ
２
２０－５１４８９５０３７３３０７９３０００ａ

２
１１ａ

５
２０ｂ１１ｂ

２
２０＋１３１３４７０４９０８９９８６７５０ａ

２
１１ａ

４
２０ｂ
２
１１·

ｂ２２０＋１３２５５５１９７４２３８０３８３７５ａ
２
１１ａ

３
２０ｂ
３
１１ｂ
２
２０－１６４１８９６２４１８５６４９０２５０ａ

２
１１ａ

２
２０ｂ
４
１１ｂ
２
２０＋

６５７３８２６８６９８８１３８８７５ａ２１１ａ２０ｂ
５
１１ｂ
２
２０－７６２４２６９２３８６７０３２５０ａ

２
１１ｂ
６
１１ｂ
２
２０－

７５
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８９５３７８６７７００００８０００ａ１１ａ
６
２０ｂ
３
２０＋２１３３０７４４３５０９１３５２００ａ１１ａ

５
２０ｂ１１ｂ

３
２０－３２３７３４３７２１０７２７４２００ａ１１ａ

４
２０ｂ
２
１１·

ｂ３２０＋５９２８４５２３１６４８９８５６５０ａ１１ａ
３
２０ｂ
３
１１ｂ
３
２０－５９８３９７１５９３６４２７０７５ａ１１ｂ

６
１１ｂ
３
２０－

４８３８５８２４６７７２９９２０ａ６２０ｂ
４
２０－７５９３８９９６０３２１７２２５６ａ

５
２０ｂ１１ｂ

４
２０＋３３０９９５３５４２５６４２０４０８ａ

４
２０ｂ
２
１１ｂ
４
２０－

５２７２７４８１９２７９７０４８８０ａ３２０ｂ
３
１１ｂ
４
２０＋３８３７６３１９５８４４９４８８９ａ

２
２０ｂ
４
１１ｂ
４
２０－

１２２００９４１４９５６７４２７５４ａ２０ｂ
５
１１ｂ
４
２０＋１２５５０９７２５８６５４９６５２ｂ

６
１１ｂ
４
２０ （３８）

Ｐ＝ａ１１ｂ１１（ａ２０－ｂ１１）（ａ２０＋３ｂ１１）（５ａ１１ａ２０＋２ａ２０ｂ２０－３ｂ１１ｂ２０） （３９）

　　定理５　原点的前两个广义奇点量均为零当且
仅当下列条件之一成立

（ｉ）ａ１１ｂ１１ ＝０；
（ｉｉ）ａ１１ｂ１１≠０，ａ２０－ｂ１１ ＝０；
（ｉｉｉ）ａ１１ｂ１１≠０，ａ２０＋３ｂ１１ ＝０；
（ｉｖ）ａ１１ｂ１１≠０，５ａ１１ａ２０＋２ａ２０ｂ２０－３ｂ１１ｂ２０＝０；

（ｖ）ａ１１ｂ１１≠０，ａ２０＋２ｂ１１ ＝０，５ａ１１＋７ｂ２０ ＝０；

（ｖｉ）ａ１１ｂ１１≠０，４ａ２０＋３ｂ１１＝０，ｂ２０＋２ａ１１＝０．

证明　只要将六个条件中的任一个代入前２个
广义奇点量，就可证明充分性。现证必要性。对于

这六个条件，前 ４个是从 μ１，μ２表达中显而易见
的。所以我们只需证明后２个。如果μ１ ＝μ２ ＝０，
除前４个条件外，必有Ｈ１ ＝Ｈ２ ＝０。令Ｓ＝［Ｈ１，
Ｈ２，ａ１１］，则有

Ｓ＝７０８７５００（ａ２０－３ｂ１１）（ａ２０＋２ｂ１１）（２ａ２０＋
３ｂ１１）（４ａ２０＋３ｂ１１）（１７７０４９６０ａ

６
２０－１３０９５２３７２·

ａ５２０ｂ１１－６６６７９７２５６ａ
４
２０ｂ
２
１１＋２８８３１５４３２９ａ

３
２０ｂ
３
１１＋

１１０５３９１６１５４ａ２２０ｂ
４
１１＋３６０５７７１７８１ａ２０ｂ

５
１１＋

７２５０１４８０ｂ６１１）ｂ
４
２０

如果Ｈ１ ＝Ｈ２＝０必有Ｓ＝０。由Ｈ１＝Ｈ２＝０
和Ｓ＝０我们进一步可得式 （５）和式 （６）以及
包含在式 （４）中的其他特殊结果。

从文 ［６］中的定理３２和定理４１可得
命题２　系统 （３４）的原点是一个广义中心

（即，系统 （３４）在原点可积）当且仅当定理５中
的六个条件之一成立。

注３　在命题 ２中得到的广义中心条件与文
［９］中的定理４．１的条件一致，这证实了本文中
建立的理论和公式的正确性。
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